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Résumé :
On s’intéresse au comportement mécanique d’objets de dimensions micrométriques. A mesure que leurs dimen-
sions diminuent, leur surface joue un rôle de plus en plus important dans leur comportement mécanique. Si cette
propriété permet d’envisager la conception de capteurs d’un nouveau genre, elle introduit une difficulté expéri-
mentale particulière dans l’étude de leur comportement mécanique : lors d’un essai, l’état (mécanique, électrique,
chimique, etc.) de la surface des objets considérés doit être contrôlé. Par conséquent, toute identification doit
prendre en compte le caractère hétérogène des phénomènes en jeu, rendant nécessaire une mesure de champs. On
décrit et compare ici différentes stratégies d’identification, qui peuvent être classées en deux grandes catégories,
suivant qu’elles utilisent les seules grandeurs cinématiques ou qu’elles prennent en compte des informations com-
plémentaires. Une classification de l’ensemble de ces stratégies est introduite, proposant un cadre mécanique pour
les distinguer.
Abstract :
Decreasing the size of mechanical structures down to 1-100 micrometers is increasing their surface/volume ratio,
and their ability to interact with their environment. This allows for designing new sensors or actuators, but
also raises several experimental issues. During any characterization test, the surface (mechanical, electrical,
chemical) state has to be controlled or monitored. As a consequence, any identification procedure has to take
into account the heterogeneity of the involved phenomena. One describes and compares different identification
strategies, depending on the available experimental information. One also proposes a mechanical framework to
distinguish these identification methods.
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1 Introduction
L’intérêt croissant pour des composants mécaniques de taille micrométrique (MEMS) sou-
lève des problèmes mécaniques spécifiques. En particulier, lorsque la dimension des objets est
de l’ordre de 1 à 100 micromètres, les effets surfaciques deviennent prépondérants dans leur
comportement. Ce phénomène est par exemple exploité pour développer des capteurs à par-
tir de composants MEMS (9), mais pose le problème de la modélisation de couplages forts
surfaciques. Par ailleurs, les procédés de fabrication utilisés pour la réalisation de ces compo-
sants sont basés sur des étapes de photolithographie et de gravure chimique, qui ne permettent
d’assurer ni la reproductibilité des caractéristiques géométriques ni l’homogénéité des proprié-
tés mécaniques des matériaux utilisés avec des performances comparables à celles obtenues à
l’échelle macroscopique. Par conséquent, l’étude des couplages forts à l’échelle micrométrique
impose de prendre en compte l’hétérogénéité des propriétés et des chargements.
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Par ailleurs, l’évolution de la composition et de la structure de surfaces réfléchissantes induit
une modification des propriétés optiques des interfaces. Quand cette perturbation optique est
significative, sa mesure permet d’apporter une information complémentaire à la seule mesure
de champs de déplacements. On propose ici de présenter un cadre commun aux approches
incluant ou non ce type d’information complémentaire.
2 Classification des méthodes d’identification
2.1 Problème élastostatique direct
On considère un domaine Ω borné de l’espace. Chaque point M de Ω est repéré par ses
coordonnées x. Le comportement du matériau est supposé connu en tout point par la donnée de
son potentiel (thermodynamique) d’état et son potentiel de dissipation. On se place dans le cas
de l’élasticité linéaire, de sorte que la connaissance du potentiel d’état est suffisante. Le champ
de propriétés élastiques C(x) est supposé connu en tout point x de Ω. Les frontières de Ω, dont
l’orientation locale est donnée par la normale n, sont décomposées suivant les deux partitions :
– Su est la portion de la surface où les déplacements ud sont imposés ;
– St est la portion de la surface où les efforts Td sont imposés ;
– leur intersection Su∩St est considérée a priori comme non vide. Deux cas de figures sont
alors possibles :
– Les conditions sont mixtes sur Su ∩ St, c’est-à-dire que les efforts sont imposés uni-
quement suivant les directions où l’on n’impose pas de déplacement ;
– Les conditions sont surabondantes, c’est-à-dire que l’on impose le déplacement et l’ef-
fort suivant une même direction.
Le chargement en surface Td est supposé être la manifestation d’un couplage surfacique fort,
de sorte qu’il dépend localement d’une variable complémentaire ϑ(x)
Td(x) = R (ϑ(x)) (1)
avec R la relation de couplage. Par ailleurs, l’ensemble du volume Ω est soumis à une densité
d’efforts f(x). L’équilibre local de la structure s’écrit (en statique)
div(σ(x)) + f(x) = 0 (2)
où σ(x) est la contrainte de Cauchy. Sur le bord
σ(x)n = Td ∀x ∈ St (3)
Le problème consiste alors à trouver les champs (u(x), σ(x)), tels que
u(x) ∈ UAD (4)









σ(x) ∈ H1(Ω) \ σ(x)n = Td ∀x ∈ St, div(σ(x)) + f(x) = 0 ∀x ∈ Ω
}
(7)
en vérifiant la loi de comportement
σ(x) = C(x)ǫ(x) ∀x ∈ Ω (8)
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A l’exception du dernier cas de conditions aux limites (conditions surabondantes), on peut dé-
montrer l’existence et l’unicité de la solution. En effet, si les conditions sont surabondantes,
il n’existe de solution que si ces conditions sont compatibles, c’est-à-dire, par exemple, si le
déplacement imposé ud est le déplacement résultant de l’application des efforts Td.
2.2 Problèmes d’identification
De manière symétrique au problème standard d’élastostatique, les problèmes d’identifica-
tion s’écrivent en fonction de l’information expérimentale disponible :
– Si le seul champ de déplacement um(x) ≃ u(x) est mesuré en un nombre fini de points
x, alors il s’agit de trouver les champs (C(x),Td(x)) vérifiant l’équilibre local de la
structure et la loi de comportement (éventuellement paramétrée) postulée. On suppose
donc l’existence d’un champ u(x), dont une estimation est donnée par la mesure um(x),
avec (en l’absence de forces volumiques)
div(C : ǫ[u]) = 0 (10)
C : ǫ[u](x)n = Td ∀x ∈ St (11)
Ce problème général est souvent simplifié :
– en postulant une forme particulière pour le tenseur d’élasticité (symétrie et variations
spatiales), qui ne dépend plus alors que d’un nombre fini de paramètres k ;
– en imposant une contrainte sur la distribution d’efforts Td, dont une projection est
parfois mesurée.
– Si le champ mesuré est ambivalent, c’est-à-dire s’il s’agit d’un champ de phase ou d’in-
tensité, dépendant à la fois du champ de déplacement um(x) ≃ u(x) et du champ de la
variable complémentaire ϑm(x) ≃ ϑ(x), alors le problème consiste à identifier simulta-
nément les champs (C(x), ϑ(x)) et la relation de couplage R. C’est par exemple le cas
lorsque l’on cherche à identifier la relation de couplage électro-élastique en utilisant une
technique de mesure de champs en lumière polarisée (1) ou en lumière blanche (5).
Quand le seul champ de déplacement est disponible, le problème d’identification est alors
proche de celui qui consiste à identifier un ou plusieurs paramètres de rigidité quand une in-
formation partielle (résultantes) décrit le champ Td(x). On est alors dans un cas où le jeu des
paramètres à identifier inclut une description du champ de chargement. Le recalage de modèles
éléments finis (7) a d’abord été utilisé pour identifier un nombre généralement faible de para-
mètres. A l’extrême, quand un calcul par éléments finis n’est pas nécessaire pour résoudre le
problème direct associé, l’utilisation de solutions exactes permet d’obtenir une identification
très robuste vis-à-vis de l’incertitude de mesure (10). Plusieurs autres méthodes, comme la mé-
thode des champs virtuels (6), l’écart à la réciprocité (3) ou l’utilisation de l’erreur en relation
de comportement (8) visent à résoudre ce type de problème d’identification. En l’occurrence,
c’est la méthode de l’écart à l’équilibre (4) qui a été adaptée pour traiter ce type de problème (2).
Les différentes méthodes existantes se distinguent alors par le type de relation utilisé pour vé-
rifier l’équilibre et la loi de comportement (formes faibles ou exactes) et par l’identification ou
non de l’écart entre les champs u(x) et um(x). Cet écart dérive généralement du choix de la
base fonctionnelle retenue pour décrire l’ensemble SAD. Si cette base choisie ne représente pas
exactement le champ mesuré, alors il existe un écart entre le champ de déplacement mesuré et
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le champ de déplacement solution du problème direct correspondant, que l’on appelle problème
direct associé à la solution du problème d’identification. Afin de pouvoir comparer les diverses
méthodes d’identification, on propose de retenir les trois critères suivants :
– l’équilibre est vérifié sous sa forme exacte ou affaiblie ;
– la relation de comportement est vérifiée sous sa forme exacte ou affaiblie ;
– l’écart entre le champ mesuré et le champ solution du problème direct associé à la solution
est estimé.
FIG. 1 – Comparaison des méthodes d’identification avec utilisation des seuls champs de déplacements
et utilisation d’informations complémentaires.
L’ensemble de ces critères permet donc de situer les méthodes disponibles sur un graphe à
trois dimensions, présenté en figure 1. Seules les méthodes basées sur l’utilisation de solutions
exactes, la méthode des champs virtuels, le recalage par éléments finis et la méthode de l’écart
à l’équilibre sont présentées ici, en supposant que les méthodes de filtrage des déplacements
employées n’altèrent pas la capacité des champs utilisés à représenter la solution exacte.
Les méthodes basées sur l’utilisation de solutions analytiques sont les seules qui imposent
(ou permettent) de vérifier exactement à la fois les équations d’équilibre et de comportement. A
priori, ce genre de technique semble adapté à l’identification d’un nombre limité de paramètres,
et doit donc permettre de traiter le cas de matériaux homogènes ou dont les évolutions spatiales
sont décrites avec un faible nombre de paramètres. La distance aux mesures est donnée directe-
ment par le résidu de la projection des champs de déplacements mesurés sur la base de fonctions
du problème. Cette distance aux mesures porte ici exclusivement sur la cinématique.
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Les méthodes des champs virtuels utilise une forme exacte de la relation de comportement,
associée à une forme faible des équations d’équilibre. L’utilisation d’un nombre d’équations
(mêmes optimales) égal au nombre de paramètres à identifier ne permet pas forcément de s’af-
franchir de l’incertitude de mesure.
Pour les méthodes de recalage utilisant un critère en déplacement, le problème direct associé
est résolu par éléments finis, de sorte que la base des champs solutions vérifie les équations
d’équilibre et la loi de comportement sous leur forme faible. Comme pour les méthodes utilisant
une base obtenue avec des solutions analytiques, on doit se limiter ici à un faible nombre de
paramètres à identifier, ce qui permet de s’affranchir de l’incertitude de mesure. Là encore, la
distance aux mesures porte exclusivement sur la cinématique.
La méthode de l’écart à l’équilibre apparaît alors comme un cas particulier de l’erreur en
relation de comportement, pour lequel on imposerait une forme faible de l’équilibre explici-
tement, sans recourir à un calcul par éléments finis. La distance entre le champ mesuré et le
champ associé à la solution est d’autant mieux estimée que le système des équations d’équilibre
est sur-déterminé. Cette méthode occupe donc l’axe vérifiant l’équilibre et le comportement
sous leur forme faible, la position occupée sur cet axe dépendant de la sur-détermination intro-
duite par les équations d’équilibre. Il est alors remarquable que l’espace occupé dans la figure 1
est identique à celui correspondant au recalage par éléments finis. Dans le cas où le nombre de
paramètres à identifier devient égal au nombre de degrés de liberté, il n’est plus possible avec
les techniques de résolution usuellement employées d’identifier un écart aux mesures, ce qui
rend la méthode très sensible à l’incertitude de mesure.
Si l’espace occupé par la méthode de l’écart à l’équilibre et le recalage est identique, la
résolution du problème d’identification s’effectue de manières distinctes :
– Les techniques de recalage minimisent la distance entre champs cinématiques calculés et
mesurés (la projection drecalage sur l’axe “cinématique”) ;
– la minimisation de l’écart à l’équilibre consiste à se déplacer, pour un champ cinématique
donné, dans le plan orthogonal à l’axe “cinématique” de la figure 1 pour minimiser la
projection dMEQ.
On a pu montrer que si le modèle de description est adéquat, alors la minimisation de ces
deux projections est équivalente (2).
3 Approches intégrées
La difficulté pour utiliser des champs contenant à la fois une information cinématique et une
information liée au chargement est double :
– Toute utilisation mécanique des champs mesurés doit découpler les deux types d’infor-
mations contenues dans les champs mesurés ;
– Tout écart aux champs mesurés doit faire intervenir une métrique commune pour décrire
les distances aux champs cinématiquement admissibles et statiquement admissibles.
Dans le cas de l’étude du couplage électro-élastique, deux approches ont été présentées par
ailleurs, utilisant une technique de mesure soit en lumière polarisée (1), soit en lumière blanche (5).
La métrique commune est alors directement basée sur la quantité mesurée : phase en lumière
polarisée et intensité en lumière blanche. En imposant un type de comportement (mécanique et
couplage), éventuellement paramétré, la procédure d’identification du comportement se confond
avec la procédure de découplage des informations statiques et cinématiques. Dans le cas où le
modèle mécanique permet d’obtenir une forme analytique pour les champs, l’espace occupé
par ces techniques est représenté sur la figure 1. Si l’utilisation de méthodes variationnelles
est nécessaire à la résolution du problème direct associé, alors l’espace occupé tend vers ceux
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associés au recalage et à l’écart à l’équilibre.
4 Conclusions
On a présenté un ensemble de critères et un mode de représentation de diverses techniques
d’identification utilisant soit la seule mesure de champs de déplacement, soit la mesure si-
multanée de champs cinématiques et complémentaires. Cette représentation met en évidence
la complémentarité entre recalage par éléments finis et écart à l’équilibre quand seules les in-
formations cinématiques sont utilisées, et leur équivalence avec les techniques de découplage
utilisées pour traiter de problèmes couplés.
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